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Πρόλογος: Το αντιπαράδειγµα, είναι µια αρχαία αποδεικτική μέθοδος . Ουσιαστικά 
πρόκειται για ειδική περίπτωση τῆς εις άτοπον απαγωγής . Παρ΄ ότι επικαλύπτεται από την 
αποδεικτική μέθοδο της εις άτοπον απαγωγής, δεν σηµαίνει ότι θα πρέπει να απουσιάζει από 
τα διδακτικά εγχειρίδια (όχι µόνο των μαθηματικών ) της Δ/βάθμιας Εκ/σης έστω και Ως 
νύξη ή «ὡς λέξη, όπως συμβαίνει τώρα. Σε κάθε περίπτωση όµως . µπορεί και πρέπει να 
χρησιµοποιείται έστω και σιωπηρώς ή αφανώς. 

Ο μαθηματικός ορισμός του αντιπαραδείγµατος: Εάν θέλουµε να αποδείξουµε ότι 
η πρόταση «Υχ: Ρ(α)» είναι ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουμε ότι η πρόταση 
«πχ: -ιΏ(χ)» είναι αληθής. Δηλαδή . πρέπει να βρούμε ένα στοιχείο χο του σχετικού 
συνόλου αναφοράς έτσι ώστε η Ρ(χρ) να είναι ψευδής. Το χρθα λέγεται τότε αντιπαράδειγµα 
στην πρόταση «νχ: Ρ(α)» 

Λ.Χ. η πρόταση: «Ένα κοράκι που ὃεν ήταν μαύρο παρατηρήθηκε στήν θέση χ τήν ὥρα 0», 
συνιστά αντιπαράδειγµα στην πρόταση «ολα τα κοράκια εἴναι μαύρα» 
Ένα αρχαίο ἀντιβεράδευμα σε ορισμό: Ο Διογένης ο Λαέρτιος, διασώζει ένα ο. με 
σας τον Διογένη τον κυνικὀ, όπου όπως γράφει: ««Ρ]4ἵννπο] 
ΕΒτίσαπιόποι, ᾽Απαινροὶ ΤΜε Ζὴοη ἆ...ρούῃ "όρη Καὶ 
οἳ Ιἀοκιπιοληίο]. {...]αἱ 6Ιοίτιόπα ϱ,5»ποσΚκοπ α]ιόπ ο] η 
«ο0]44Ἠ Κα... Βισίη. «οά(Οἱ ΤΜςΗῃ ΕΒ) ΡΙΕἱννποὶ Υπατκνρο[» αεπ ἰὰ 
ὀτ] ρτοςοίδα!ι (0 ρἱαίπδηΙςΟΠ...ὸ 
Ο παραπάνω ορισμός επιδέχεται ὡς αντιπαράδειγµα τον 
ξεπουπουλιασµένο κόκορα της διπλανής φωτογραφίας. Αυτό 
επιφανειακά. διότι κατά βάθος, αυτή είναι και η δοµή της 
μαθηματικής ανακάλυψης (κατά τον Λάκατοο που 

















Εικόνα 1: Το ζωντανό κα 
αντιπαράδειγµα του 4ιογένή του 
Κυνικού 


ὁδιαγραµµατικά . µπορεί 

να παρασταθεί απὀ το 

παρακάτω σχήμα: Ο 

αρχικός ορισμός αποτελεί η 
µια εικασία ορισμού, 


γίνεται απλή εξέταση και 
φαίνεται σωστός, όμως 


















ένα ειδικό 

αντιπαράδειγµα τον 

διαψεύδει . αναθεωρείται, ΑΝΑΔΙΑΤΥΠΩΣΗ 
προστίθεται το Προστίθεται 


το....«πλατυόνυχον!» 





πλατυόνυχον για να 
αναθεωρηθεί κι αυτό στο 
µέλλον. αφού και ο 
γορίλλας είναι πλατυόνυχος! (δεν µας διαφωτίζει περαιτέρω ο Διογένης Λαέρτιος |) 

Η εικόνα 3 . δείχνει το πλήρες υπόδειγµα του Λάκατος για την µαθηµατική ανακάλυψη. το 
οποίο , απλώς είναι λεπτομερέστερο του αρχαίου υποδείγματος. Ουσιαστικά όµως, αυτό 
φανερώνει την κεντρική σηµασία του αντιπαραδείγµατος σε επιστημονικό επίπεδο. 








Εικόνα 2: Το υπόδειγμα του 4πογένη 











Σε επιστηµολογικό . το αντιπαράδειγµα 
αποτελεί τον πυρήνα της 
διαψευσεοκρατίας, η οποία σχηματικά 
µπορεί να συνοψιστεέ στην φράση 


«επιστημονικό, είναι ό,τι είναι 
διαψεύσιμο» (συνήθως με 
αντιπαράδειγµα θα λέγαμε) 

Η διδακτική αξία των 


αντιπαραδειγµάτων: Κάθε μαθηματική 
έννοια χωρίζει τα μαθηματικά αντικείμενα 


στα οποία αναφέρεται σε δύο κλάσεις: 
.. Στην κλάση των παραδειγµάτων 
(οεΧαίπρ]ες) που την πληρούν και 








.. Στην Κλάση των 
4 Ως αποτέλεσµα απὀ ένα 
αντιπαραδειγµάτων ο Ὃ σης 
(οοιπίεΓοχαπρ]ες η ΠΟΗ Εικόνα ὁ: Το υπόδειγμα του 4άκατος 











εχαππρ]ες) που δεν την πληρούν. 
Διδακτικά . η µη χρήση αντιπαραδειγµάτων στην διδασκαλία των μαθηματικών αφαιρεί από 
τον διδάσκοντα ένα µέρος της διδακτικής του ισχύος. 

Το αντιπαράδειγµα ὡς εργαλείο σε ετοιμότητα : Μία συνήθης χρήση. µπορεί να 
είναι µια άµεση απάντηση σε λανθασμένο ορισμό. Λόγου χάριν: 
Μαθητής: «Πρώτοι λέγονται οι αριθμοί που έχουν ὡς διαιρέτες τους τον εαυτό τους και την 
μονάδα» 
Καθηγητής: Αν είναι έτσι. καιτο ὅ πρώτος είναι, γιατί έχει ὡς διαιρέτες του και το | και το 
πρόνος Με αυτό τον κανόνα, όλοι οι αριθμοί είναι πρώτοτι!.... 
Σχόλιο: Τετριµµένο, εὐκολο αντιπαράδειγµα για κάθε διδάσκοντα 
Μαθητής: Για να προσθέσουμε δύο κλάσματα . προσθέτουµε τους αριθµητές τους και τους 
παρονοµαστές τους 


. 1 αι 2 1 . 1 
Καθηγητής: Αν είναι έτσι, τότε -----------------, ενώ όλοι ξέρουμε, ότι --------- 1 δηλ. 
2 2452 4 2 κ, ͵ 
μισό και μισό κάνει ένα] 
Σχόλιο: Το πιο απλό αντιπαράδειγµα της κλάσης ο ο - ώ 
ο ϱ 2 Α 


Βεβαίως το κατά πόσον µπορεί να είναι κάποιος σε ετοιμότητα και να εξάγει 
επιτυχημένα αντιπαραδείγµατα. είναι πιο εὐκολο απ᾿ ὁ, τι φαίνεται, διότι τα περισσότερα 
λάθη των μαθητών και πεπερασμένα είναι και λίγα και επαναλαμβανόμενα ανά γενιές 
μαθητών και συνήθη. Ὑπάρχουν τα γνωστά διδακτικά εμπόδια στα μαθηματικά που 
πηγάζουν απὀ επιστηµολογικά εμπόδια , απὀ τα οποία τα µεν γνήσια αντιστέκονται πάρα 
πολύ στο να απαλειφθούν (αυτό άλλωστε δηλοί ο όρος διδακτικό εμπόδιο) κάποια όµως άλλα 
. μοιάζουν µε τέτοια. αλλά μπορούν να ξεπεραστούν σχετικά εὐκολα., µε χρήση καταλλήλου 
παραδείγματος, το οποίο πρέπει να υπάρχει στο κάθε καλό διδακτικό βιρλ/ο. 

Μια παράπλευρη χρησιμότητα του αντιπαραδείγµατος: Αφανώς , εισάγεται η 
έννοια της απόδειξης µέσω αντιπαραδείγµατος φυσιολογικά απλά και λογικά πολύ πριν 
οµιλήσει κάποιος για την ίδια την έννοια της απόδειξης στα Μαθηματικά: 

Στο προηγούμενο παράδειγµα, λέει ο δάσκαλος: «Ο Κανόνας του Νίκου για την πρόσθεση 
κλασμάτων, δεν είναι σωστός, διότι αν δεχθούμε ότι είναι είναι σωστός ο κανόνας του. τότε 


θα πρέπει 1 ο απ1. 3. ὰ ενώ όλοι ξέρουμε, ότι ------Ξ]Ι 
ο ο ο.” ᾱ- ὢ . 2 
Εισάγεται δηλ. µια ειδική περίπτωση τῆς εις άτοπον απαγωγής µερικά χρόνια πριν μιλήσουμε 
γι αυτήν. Και επειδή η έννοια του αντιπαραδείγµατος είναι 
διεπιστημονική --Λογική, µπορεί να χρησιµοποιείται παντού. 


Για παράδειγµα: «Είναι όλοι οι κύκνοι λευκοί» Στο 





ενδεχόμενο «ναι των παιδιών µπορεί να προσκοµιστεί µια γνήσια φωτογραφία που δηλοί το 
λάθος και συνιστά αντιπαράδειγµα στον ισχυρισμό. 
Ίο σύνηθες λανθασμένο κριτήριο ισότητας τριγώνων: 
«4{ύο τρίγωνα εἴναι ἴσα, όταν έχουν απὀ δύο πλευρές τους ἶσες Εικόνα 4: Ο μαύρος κύκνος- 
μία προς µία, και απὀ µία γωνία τους ἰσή, µία προς μία.) παρα 
Εδώ ο διδάσκων, πρέπει να είναι προετοιµασµένος να 
ανακαλέσει από την μνήμη του ή από τις σημειώσεις 
του (σύνηθες γαρ το λάθος) το παρακάτω γνωστό 
αντιπαράδειγµα , όπου προφανώς τα τρίγωνα ΑΒΙ και 
ΑΒΔ, δεν είναι ίσα. καθώς το πρώτο είναι µέρος του 
δευτέρου . όµως πληρούν το λανθασμένο κριτήριο. Α 
Γνωστική σύγκρουση και αντιπαράδειγµα: Β 
Ὑπάρχει µια πρότερη (αρχαιότατη) κοινή γνώση: Εικόνα 5: το σχήµα-αντιπαράδειγμα στο 
«Καὶ (Ο οι . ἰοὰ πιᾶτοιἱ πιεσοπ [εστίν]. (Η πέµπτη “Πρι 
κοινή έννοια στα «Στοιχεία του Ευκλείδη) Έρχεται ιστορικά η νέα γνώση: Ὑπάρχουν 
άπειροι αριθμοί που ικανοποιούν την ανίσωση : (42) χ Ζχ. (λεκτικά: «το ήμισυ είναι μείζον 
του ολοκλήρου») Η επίλυση της ανίσωσης είναι αντιπαράδειγµα στην καθολική ισχύ της 
κοινής έννοιας του Ευκλείδη, αλλά η απλή επίλυση ή παράθεση της λύσης της ανίσωσης, 
ουδόλως προκαλεί γνωστική σύγκρουση! (Οι ίδιοι µαθητές γνωρίζουν λ.χ. ότι -22-4 . αλλά 
ὃεν τους προκαλεί κάποια ιδιαίτερη εντύπωση.) 
Πρέπει να σχεδιαστεί καταλλήλως η παρουσίαση: Π.χ. να πει ο διδάσκων: «Ορισμένες 
ανισώσεις φαίνονται εζ αρχής τι είναι αδύνατες! /{όγου χάριν ή ανίσωση : (22) χ Σχ εἴναι 
φανερό ότι είναι αδύνατη, αφού το μισό, ὃεν µπορεί να εἴναι μεγαλύτερο απὀ το ολόκληρο! 
/ Πιθανόν ὃεν χρειάζεται να τήν επιλύσουμε, αλλά ας το κάνουμε για να βεβαιωθούμε! (Υπάρχει 
σχεοόν βεβαιότητα ότι θα συμφωνήσει ή Β᾽ Γυμνασίου) Τήν λύνει για βρίσκει χ«θ.... Μήπως 
έκανα λάθος στις πράδεις; Πού έκανα λάθος; Μπορεῖτε να το βρείτε; .....) 
Ὑπάρχει όµως, ένας σοβαρός κίνδυνος: 
Να µην υπάρξει γνωστική σύγκρουση ἡή 





-«χειρότερα- να «συγκατοικήσει» το νέο (Ρ.1(β)) 
µε το παλιό! 
Μια ισχυρή (πλην 


λανθασμένη) αίσθηση και το 
αντιπαράδειγµα: Είναι γνωστό, ὁτι 

όπου υπεισέρχεται το άπειρο, η 

διαίσθηση περί ένα μαθηματικό θέµα, (α, {{α)) 
κινδυνεύει να διαψευστεί άρδην. Και 
πράγµατι, στο παρακάτω θέµα. αυτό 
συμβαίνει. Έστω λοιπόν ότι έχουµε δύο 
σηµεία µιας συνάρτησης και θέλουµε να 
τα ενώσουµε µε µια «συνεχή γραμμή» 
Κάποιες απὀ τις δυνατές περιπτώσεις 
φαίνονται στο παραδίπλα σχήμα. 
Όλες αυτές οι περιπτώσεις, αλλά και 
όλες όσες µπορεί να φανταστεί κάποιος, δημιουργούν την αίσθηση. ότι στα άκρα του [α.β] 
έχω θέσεις τοπικών ακροτάτων. Και η «λογική» είναι απλή :Ξεκινώντας απὀ το (α. {4)) 

Έχω τρεις δυνατές επιλογές : Ἡ να πάω οριζόντια («οσοδήποτε λίγο») ή να πάνω προς τα 
πάνω ή να πάω προς τα κάτω. Σε κάθε επιλογή µου. το σηµείο (α.1(8)) αποτελεί θέση τοπικού 
ακροτάτου. Αυτό µου υπαγορεύεται απὀ την κοινή Ευκλείδεια αίσθηση του τι είναι γραμμή. 





Εικόνα 6: Η λανθασμένη ὁδιαίσθήησή µέσω του ανωτέρω σχήματος, είναι 
Ισχυρότατη. 





- . χ20 
15. καταρρίπτει 











Όμως το αντιπαράδειγµα της συνάρτησης πο -οΠ,με {(α)-- 
0 χΞθ 

αυτή την ισχυρή πλην λανθασμένη διαίσθηση, αφού εισάγει κατ΄ ουσίαν µία «παράξενη 

γραμμή» που «οσοδήποτε κοντά στο (0.0)» κάνει άπειρες ταλαντώσεις παίρνοντας 

ετερόσηµες τιµές . άρα στο (0.0) δεν είναι δυνατόν να έχω θέση τοπικού ακροτάτου. 





| ΑΛ /ὴ ο πο ----ι --υ-υ-υὌ----- 





διευρύνει την μαθηματική μας 
διαισθητική εμπειρία περί του τι µπορείνα ροι 
είναι µια γραμμή. 

Μια διαδεδομένη παρανόηση στην 


έννοια της ασύμπτωτης : Μια 
μαθηματική σχέση που ορίζει την πλάγια 


Ουσιαστικά αυτό το αντιπαράδειγµα ο 
| 0.0 ον Ὀιδ, ο «θ5. πι 


-0,6ρ Ἰ 





ασύμπτωτη ευθεία σε µια συνάρτηση. είναι η 
Εικόνα 7: Η «παράζσενη γραμμή» του 2ραφήµατος τής / αἱρει 


Πα] { (α ) - (λα ... )] Ξ0 : Όταν την ισχυρή πλην λανθασμένη διαίσθηση 

επιχειρείται να γίνει µια μετάφραση σε εικόνα της σχέσης, συνήθως λέγεται, ότι «η ευθεία 
πλησιάζει στο άπειρο οσοδήποτε κοντά το γράφημα της κ) . χωρίς να το τέμνει.» Η ίδια η 
λέξη «ασύμπτωτη» παραπέμπει στην «μη σύμπτωση» . άρα στην µη τµήση του γραφήµατος 
της ἔσε περιοχές του απείρου. Και η λέξη και τα συνήθως παρουσιαζόµενα παραδείγματα 
της έννοιας, οδηγούν την σκέψη στην µη σύμπτωση. Πρόκειται για ανάλογη (και ομοίως 
συνήθη) παρανόηση τῆς έννοιας της σύγκλισης ακολουθίας, όπου η σχέση αν-»α 
ερμηνεύεται µε το ότι «οι όροι τῆς ακολουθίας πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο α, χωρίς 
όµως και να το φθάνουν.» Μια πιθανή εξήγηση γι΄ αυτή την παρανόηση στις ακολουθίες. 


Ι Ι 
είναι η συχνή χρήση παραδειγµάτων σύγκλισης του τύπου ὃ----»3 ήκαι 32----»2.οι 
ν ν 


όροι των οποίων πλησιάζουν το 3 απὀ δεξιά ή αριστερά αντιστοίχως, χωρίς όµως να το 

ου, 
ν 

«ταλάντωση» εκατέρωθεν του 2, αλλά και πάλι χωρίς να το φθάνουν ποτέ. Το παράδειγµα 


φθάνουν ποτέ ή και του τύπου 3 -»3. ὀπου οι όροι τὴς ακολουθίας κάνουν 


--- αν ν- 2κ 
ν 


του τύπου ανξά 2 αν ν- ὂκ-]Ι -2δηλώνει ακολουθία που οι όροι της 


--- αν ν-ὸκ-2 
ν 


πλησιάζουν από δεξιά και αριστερά το 2 αλλά και ταυτίζονται µε αυτό. Δύο τρία 
παραδείγματα τέτοια σε διδακτικά βιβλία, ίσως διευκολύνουν κάποια πράγµατα στην 
κατανόηση τῆς πιο βασικής έννοιας του Απειροστικού όπως είναι η σύγκλιση. 

Στις ασύμπτωτες των συναρτήσεων, ένα ανάλογο παράδειγµα είναι η συνάρτηση 


] ο 2 
εσας -ε () 
Γ: ΤΙ ) Χ ΡΙηΧ ανα 


0 αν αχ 


























η οποία επιδέχεται ως πλάγια 
ασύμπτωτη την ευθεία υ:χ Όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 





η ευθεία µε την { . έχουν άπειρα κοινά 
σηµεία σε οποιαδήποτε περιοχή του 
θετικού ή αρνητικού απείρου. Μόνο µε 
αυτό το παράδειγµα η κατανόηση της 
έννοιας της ασυμπτώτου διευρύνεται . 
Δυστυχώς, φαίνεται, τι ακόµα και η 
άριστη γνώση του σχετικού ορισμού 
καθώς και η άριστη εφαρµογή του, δεν είναι ικανές συνθήκες να προσεγγίσει κάποιος όλες 
τις περιπτώσεις εφαρµογής µιας έννοιας σε διαισθητικό επίπεδο. Αυτό βέβαια, αποτελεί µια 
επανανακάλυψη µιας γενικότερης διαπίστωσης, που λέει ότι «πάντα. τα περιθώρια της εις 
βάθος κατανόησης µιας έννοιας, ακόµα και απλής, δεν εξαντλούνται εὐκολα» 








Ο ρόλος τῶν «συνήθων λαθών σε σχέση µε τα αντιπροσωπευτικά 
παραδείγματα: Οεωρητικώς, οι δυνητικά λανθασμένες απαντήσεις σε συγκεκριμένες 
ερωτήσεις περί τα μαθηματικά, συνιστούν ένα σύνολο πολύ μεγάλου πληθικού αριθμού. 
Στη πραγματικότητα, οἱ λανθασμένες απαντήσεις, είναι εξαιρετικά περιορισμένες σε 
αριθµό και μάλιστα επαναλαμβάνονται επιμόνως από πολλές γενιές μαθητών. Σχεδόν όλα 
αυτά τα «επίμονα λάθη» αποδίδονται σε διδακτικά (ή γνωστικά) εμπόδια ὁδηλ. σε 
επιστηµολογικά εμπόδια. 

Κατά γνώμη µας, ορισμένα από αυτά έχουν υπερεκτιμηθεί .αφού το εμφανιζόµενο ὣς 
καθαρό επιστηµολογικό εμπόδιο είναι µόνο γλωσσικό και αίρεται µε κατάλληλο παράδειγµα. 
Το προηγούμενο θέµα µε την ασύμπτωτη. ιδίως στα Ελληνικά, πράγματι αποτελεί 
διδακτικό εμπόδιο αφού η λέξη παραπέμπει στην µη σύμπτωση, άρα αποκλείεται να 
υπάρχουν κοινά σηµεία συνάρτησης και ασύμπτωτης, πράγµα που όπως δείξαµε δεν 
συμβαίνει. Στον Αγγλόφωνο µαθητή. ο ίδιος όρος είναι «Αδυπιρίοίο» ο οποίος ὡς Ελληνικός, 
ετυµολογικώς . ὃεν του λέει απολύτως τίποτα . άρα ὃεν αποτελεί ιδίου βαθμού διδακτικό 
εμπόδιο γι αυτόν (ένα µέρος του εμποδίου ὃεν είναι γλωσσικό) 

Οι διδακτικά σπουδαίες ιδιότητες της συνάρτησης του ΒΙΓΙςΠΙεί : Πρόκειται για την 


|. αν α΄ άρρητος 


συνάρτηση {(ὰ) -- αυτή η συνάρτηση: 


-ἶἱ αν αχ µρητός 
ο Ἱστορικά, όταν τέθηκε στην μαθηματική κοινότητα, στάθηκε αιτία της διεύρυνσης 
του ατελούς µέχρι τότε (1537) ορισμού της συνάρτησης σε έναν πιο τέλειο (ότι δηλ. 
είναι µια «αυθαίρετη» µονοσήµαντη αντιστοιχία) πριν φθάσει στον σύγχρονο ορισμό 
που έγινε από τον Ηαιςάοτί {ο 1914 µε την χρήση της έννοιας του διατεταγµένου 
ζεύγους. 
ο Ηταν το πρώτο ιστορικὀ παράδειγµα συνάρτησης που ορίζετο χωρίς κάποια 
συγκεκριμένη αναλυτική έκφραση. 
ο Ηταν το πρώτο ιστορικό παράδειγµα συνάρτησης ασυνεχούς σε κάθε σηµείο του 
πεδίου ορισμού της και σε κάθε περιορισμό του. 
Και βεβαίως οι «παράξενες ιδιότητες της συγκεκριμένης συνάρτησης δεν εξαντλούνται εδώ. 
Το ενδιαφέρον όµως είναι, ότι η συγκεκριμένη συνάρτηση . δείχνει την ίδια την εξέλιξη της 
έννοιας , ακριβώς όπως εξελίσσεται ένας οργανισµός βάσει του λεγόμενου «βιογενετικού 
νόμου» (δεχόμαστε, ότι υπάρχει ευθεία αναλογία μεταξύ εξέλιξης ενός όντος και εξέλιξης 
µιας έννοιας. 
Έτσι, µε αναλογική εφαρµογή στην Διδακτική του βιογενετικού νόµου ότι «ΠΠ οντογένεση 
επαναλαμβάνει συντόμως τήν φυλογένεσήη» και µε την εισαγωγή τῆς ὡς παράδειγµα σε ένα 
εγχειρίδιο . ο µαθητής θα κατανοήσει καλύτερα την έννοια της συνάρτησης µέσω και της 
συγκεκριμένης (ή όποιας άλλης τύπου ὨὈπιςπ]εί) Ουσιαστικά -ενδεχοµένως- θα προλάρει 
λάθη που ιστορικά γνωρίζουμε ότι έγιναν από γίγαντες της σκέψης , αφού οι ὁιδασκόµενοι 
µαθητές είναι τρόπον τινά «καταδικασμένου να τα επαναλάβουν! 
Δάθη στην έννοια «συνέχεια 


συνάρτηση Στα Ελληνικά η λέξη 
«συνέχεια (αλλά και σε άλλες γλώσσες) 


είναι συνυφασμένη µε την έννοια της 
συνεκτικότητας (δηλ. του 
«μονοκόμματου»)) Έτσι: 

Το γιατί οι ακολουθίες µετα διακριτά 

τους σηµεία είναι «συνεχείς συναρτήσεις», 

είναι το πρὠτο γνωστικό εμπόδιο που θα 
αντιμετωπίσουν στο πρώτο έτος σπουδών τε 
τους στα ανώτερα Μαθηματικά οι µαθητές 

μας, αφού η έννοια της συνέχειας στο Λύκειο «βάσει αναλυτικού προγράµµατος σπουδών, 
ορίζεται µόνο για συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού διάστηµα ή ένωση διαστημάτων. Αυτό το 
εμπόδιο, προστίθεται σε άλλες συνήθεις παρανοήσεις για την συνέχεια που υπάρχουν στον 
μαθητικό πληθυσμό: 

Πλόάνη 1 : «Οι συνεχείς συναρτήσεις σχεδιάζονται µε μονοκονδυλιά στο πεδίο ορισμού τουσ» 














Εικόνα δ: Η τετραγωνική συνάρτηση 


Αντιπαράδειγµα στην πλάνη 1: Ηφ: Κ-2Β µε φ(χ)ΞΧχ2 έχει άπειρο μήκος και δεν 
σχεδιάζεται µε «μονοκονδυλιώὼ) 


Αναδιατύπωση: Πλόάνη 2: «κάθε 
συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισμού σύνολο 
πεπερασµένου μήκους («Ξμέτρου) γράφεται µε 
μονοκονδυλιώ)) 

Αντιπαράδειγµα στην ΠΗλάνη 2 : ΄Ἔστο: 


{ΙΙ ώ(ο 1 η με 0). µε µί[ί 


|. Γ1Ξ2 όπου η 1 είναι συνεχής σε κάθε σηµείο 
του πεδίου ορισμού της . όµως στο 0 παρουσιάζει 
«άπειρο πήδημα) και άρα δεν µπορεί να γραφεί µε Εικόνα 9: Ε: κ)-1/χ 
μονοκονδυλιά (πέραν του ότι έχει κι αυτή άπειρο μήκος) 


Νέα αναδιατύπωση: Πλόάνη 3: «Κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα, γράφεται µε μονοκονδυλιώὼ) 


Αντιπαράδειγµα στην πλάνη 5: ἨΗ συνάρτηση της εικόνας 9 | Πράγματι, 
αποδεικνύεται, ότι ὃεν γράφεται µε µονοκονδυλιά . αφού έχει άπειρο μήκος (η 
συγκεκριμένη) ή θα μπορούσε να έχει πεπερασμένο µεν, αλλά µε άπειρη ταλάντωση . 
Επομένως, δεν µπορεί να την σχεδιάσει ικανοποιητικά , ούτε άνθρωπος ούτε Η/Υ. 

Ἔσχατη αναδιατύπωση 4 «Κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα, έχει «μονοκόμματο» (Ξσυνεκτικό) γράφημα 

Αντιπαράδειγµα: Δεν υπάρχει! Είναι σωστή η πρόταση. Ἐν τούτοις, υπάρχει κάτι 
περίεργο που διαφοροποιεί την διαισθητική | 


(εξωµαθηµατική ) έννοια της | 


| 04 ο ο6 ο οἱ ο9 1 


του αντιπαραδείµατος ὠς αποδεικτικού Ἠικόνα 10: Συνεκτικό μεν το γράφημα, πλην 
µέσου σε λανθασμένες γενικεύσεις, είναι µια όμως, ασυνεχής στο 0 


διεπιστημονική έννοια που εφαρµόζεται σε 

όλες τις φυσικές και κοινωνικές επιστήµες, στην Λογική και στην Φιλοσοφία . ουσιαστικά σε 
κάθε τοµέα του επιστητού. Άρα πρέπει ως έννοια και ως λέξη να εισαχθεί στα διδακτικά 
εγχειρίδια και όχι µόνο των Μαθηματικών. Ουσιαστικά εισάγει αφανώς µια ειδική περίπτωση 
της «εις άτοπον απαγωγής» και εισάγει τον µαθητή στην έννοια της απόδειξης πολύ πριν 
μάθει για την έννοια καθ΄ εαυτή. 

Το αντιπαράδειγµα µπορεί να άρει παρανοήσεις .να διορθώσει λανθασμένα νοητικά 
μοντέλα . αρκεί να ὀημιουργηθεί µε προσοχή ο κατάλληλος διδακτικός σχεδιασμός που θα 
ὀημιουργήσει την γνωστική σύγκρουση και η διδακτική ρήξη. 

Αποτελεί εργαλείο ανταπόδειξης σε λανθασμένες εικασίες, ισχυρισμούς και γενικεύσεις 
είτε αφορούν τα μαθηματικά είτε όχι. 

Στην Επιστημολογία και μάλιστα στο κυρίαρχο ρεύμα τῆς διαψευσεοκρατίας, έχω ότι: 
«Επιστημονικό»Ξ «Το διαψεύσιμο» Δηλ. η επιστήμη προχωρά µε δοκιµές και σφάλματα και 

























































«συνάρτησης που σχεδιάζεται με 
μονοκονδυλιώ με την έννοια τῆς 
«συνάρτησης που έχει συνεκτικό - 


μονοκόμματο γράφημα» πρόκειται για το 
παράδειγµα 





ο 1 
οεΊη-- αν χγάῦο 
{110,11 ΔΝ µε (1) χ π Ὁ 
0 αν κ-ῦ0 


να 





0.2 
ου έχει ως γραφική παράσταση την 
συνάρτηση στην εικόνα 10. Εδώ λοιπόν ισχύει 
η πρόταση, ότι «Κάθε συνάρτηση που έχει 
συνεκτικό γράφημα σε διάστηµα, ὃεν 
σηµαίνει ότι είναι και συνεχής σε αυτό» ο 
-1 


Συμπεράσματα -Προτάσεις Η έννοια 


το αντιπαράδειγµα κατέχει κεντρική θέση «Για να υπάρξει αντιπαράδειγµα. προὐπάρχει 
κάποιο λάθος Το λάθος δεν το κάνουν πρώτοι οι µαθητές, αλλά οι επιστήμονες Και μάλιστα 
οι μεγαλύτεροι εξ αυτών. Αυτή µόνο η υπόµνηση . μόλλον αρκεί για να έχουµε την σωστή 
στάση απέναντι στα λάθη των μαθητών µᾶς....... 
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